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Zadanie 5. Liczby p oraz q sa pierwsze i spelniaja roéwnanie

D qg+1  2n
p+1 g n+2

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n. Wyznaczyé wszystkie mozliwe wartoéci wyrazenia q — p.

Zadanie 6. Portal spolecznosciowy Mordoksiega ma nieskoriczenie wielu uzytkownikéw. Pewne pary (réznych)
uzytkownikow sg zarejestrowane jako przyjaciele, ale kazda osoba ma tylko skoriczenie wielu przyjacioét. Ponadto,
kazdy uzytkownik ma co najmniej jednego przyjaciela. (Relacja przyjazni jest symetryczna: jesli osoba A jest
przyjacielem osoby B, to osoba B jest przyjacielem osoby A.)

Kazdy uzytkownik wyznacza jednego ze swoich przyjaciol na najlepszego przyjaciela. Jesli osoba A wyznacza
osobe B na swojego najlepszego przyjaciela, to (niestety) osoba B nie musi koniecznie wyznaczy¢ osoby A na
swojego najlepszego przyjaciela. Uzytkownika nazywamy 1-najlepszym przyjacielem, jesli kto§ wyznaczyl go
na swojego najlepszego przyjaciela. Ogolniej, jesli n > 1 jest liczba calkowita dodatnia, to uzytkownik jest
n-naglepszym przyjacielem jesli zostal wyznaczony na najlepszego przyjaciela przez kogos, kto jest (n — 1)-
najlepszym przyjacielem. Jesli uzytkownik jest k-najlepszym przyjacielem dla kazdej liczby catkowitej dodatniej
k, to takiego uzytkownika nazywamy popularnym.

(a) Udowodnié¢, ze kazdy popularny uzytkownik zostal wyznaczony na najlepszego przyjaciela przez jakiego$
innego popularnego uzytkownika.

(b) Wykazaé, ze jesli uzytkownicy moga mieé nieskoniczenie wielu przyjaciol, to jest mozliwe by jakis popularny
uzytkownik nie zostat wyznaczony na najlepszego przyjaciela przez zadnego innego popularnego uzytkown-
ika.

Zadanie 7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, na ktéorym opisano okrag I'. Punkt H jest ortocentrum
trojkata ABC. Punkt K lezy na okregu I' po przeciwnej stronie prostej BC niz A. Punkt L jest symetryczny
do punktu K wzgledem prostej AB, za$ punkt M jest symetryczny do punktu K wzgledem prostej BC. Punkt
E jest drugim punktem przeciecia okregu I' z okregiem opisanym na tréjkacie BLM. Wykazaé, ze proste K H,
EM oraz BC przecinaja sie w jednym punkcie. (Ortocentrum trdjkata to punkt przeciecia jego wysokosci.)

Zadanie 8. Stowo to skonczony ciag liter z pewnego alfabetu. Stowo jest powtarzajgce, jesli mozna je uzyskaé
poprzez napisanie obok siebie pewnego stowa co najmniej dwa razy (przyktadowo, ababab oraz abcabe sa pow-
tarzajace, ale ababa oraz aabb nie sa). Udowodnié, ze jesli stowo ma taka wlasnosé, ze kazda zamiana dwoch
sasiednich liter sprawia, ze staje sie ono powtarzajace, to wszystkie litery w stowie s takie same. (Uwaga: mozna
zamieniaé rowniez dwie takie same litery wystepujace obok siebie; wowczas stowo pozostaje niezmienione.)
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